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Sistem kendali kestabilan pada suatu massa banyak dibutuhkan pada bidang teknik seperti kendali satelit, 
underwater vehicle, pengendali posisi, dan robot humanoid. Rotary inverter pendulum adalah sistem kestabilan 
suatu massa dengan karakter sistem yang tidak linier dan tidak stabil. Untuk itu dibutuhkan pengendali yang 
dapat menglinierkan dan menstabilkan rotary inverter pendulum. Pada penelitian ini merancang pengendali 
LQR-PID dalam menjaga kestabilan pendulum sehingga dapat mencapai equilibrium pada posisi atas. 
Berdasarkan hasil pengujian pengendali LQR memiliki karakter kokoh terhadap sistem dengan nilai matriks Q 
= [800  0  0  0;  0  30  0  0;  0  0  20  0;  0  0  0  2] dan R = [1], dan pengendali PID dapat mempercepat dan 
minimal error steady state dengan nilai Kp = 100, Ki = 400, dan Kd = 1. Sehingga pengendali LQR-PID mampu 
mempercepat dan menguranngi error sistem rotary inverter pendulum dengan nilai settling time 0,35 detik 
pada equilibrium nol dan error steady state 0 radian yang bertahan tanpa terjatuhnya pendulum. 
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ABSTRACT 
Stability control systems on a mass are needed in many engineering fields such as satellite control, underwater 
vehicles, position control, and humanoid robots. Rotary inverter pendulum is a mass stability system with a 
non-linear and unstable system character. For that we need a controller that can linearize and stabilize the 
rotary inverter pendulum. In this study, the LQR-PID controller is designed to maintain the stability of the 
pendulum so that it can achieve equilibrium in the upper position. Based on the test results, the LQR controller 
has a solid character against a system with a matrix value Q = [800  0  0  0;  0  30  0  0;  0  0  20  0;  0  0  0  2] 
and R = [1], and the PID controller can speed up and minimum error steady state with values Kp = 100, Ki = 
400, and Kd = 1. So the LQR-PID controller is able to accelerate and reduce the error of the rotary inverter 
pendulum system with the settling time value 0,35 seconds at zero equilibrium and error steady state 0 radian 
that survives without the pendulum falling. 
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DAFTAR SINGKATAN DAN SIMBOL 
 
rm  = Massa lengan pendulum (kg) 
rL  = Panjang lengan pendulum (m) 
rJ  = Inersia lengan pendulum (kg.m
2) 
rB  = Koefisien viscous damping lengan (m.s/rad) 
pm  = Massa pendulum (kg) 
pL  = Panjang pendulum (m) 
pB   = Koefisien viscous damping pendulum (m.s/rad) 
pJ  = Inersia pendulum (kg.m
2) 
mR  = Resistansi jangkar (Ω) 
mK  = Back-emf constant (V-s/rad) 
Kt = Konstanta torsi (N-m/A) 
gK  = High gear total gear ratio 
g = Gravitasi (kg.m/s2) 
g  = Gearbox efficiency 
m
 = Motor efficiency 
  = Torque induced (N-m) 
  = Perpindahan sudut dari bidang vertikal (deg) 
  = Perpindahan sudut lengan pendulum (deg) 
LQR = Linier Quadratic Regulator 
PID = Proporsional integral derivatif 
RIP = Rotary Inverter Pendulum 
MATLAB = Matrix Laboratory 







1.1 Latar Belakang 
Perkembangan teknologi mendorong kita untuk mencipatkan teknologi yang ramah 
lingkungan dan mudah dibawa, seperti transportasi segway. Transportasi segway yang 
menggunakan tenaga batrai dan hanya menggunakan dua roda ini, dapat menyeimbangkan 
atau menstabilkan sistemnya sendiri. Sehingga penggunanya dapat berdiri dan mengendarai 
alat transportasi tersebut dengan aman. Dan salah satu sistemnya tersebut adalah sistem 
kendali rotary inverter pendulum.  
Pada saat ini rotary inverter pendulum merupakan alat yang sangat penting dalam 
pendidikan dan penelitian dibidang teknik pengendalian. Berbagai teori dan metode kendali 
banyak diuji dan dibandingkan melalui pengujian terhadap sistem rotary inverter pendulum, 
hal ini dikarenakan sistem rotary inverter pendulum adalah sistem tidak linier dan tidak 
stabil, tapi dapat dilinierkan dan di stabilkan, Dalam bidang teknik rotary inverter pendulum 
dipakai untuk menyeimbangkan suatu massa, seperti kendali satelit, underwater vehicle, 
kontrol posisi dan robot humanoid [1, 2, 3]. 
Pada rotary inverter pendulum ada bebarapa modul yang membangunnya yaitu rotary 
arm, motor servo, gear dan precision potentiometer. Dalam rotary inverter pendulum ada 
beberapa masalah yang harus dikendalikan yaitu swing-up, stabilization dan tracking. Proses 
swing-up merupakan usaha yang dilakukan untuk mengayunkan batang pendulum dari posisi 
menggantung atau dibawah sampai batang pendulum berada pada posisi diatas, setelah 
proses swing-up proses selanjutnya usaha untuk mempertahankan batang pendulum berada 
pada posisi diatas atau terbalik, ini disebut proses stabilization, lalu tracking adalah suatu 
usaha pembacaan pergerakan batang pendulum agar sistem dapat mempertahankan 
pendulum pada posisi stabilization[4]. 
Pengendalian rotary inverter pendulum ada masa peralihan pengendalian, dimulai dari 
proses swing-up yaitu usaha menegakkan pendulum dan stabilization yang berarti setiap kali 
pendulum mencapai posisi tertentu setelah di ayunkan, maka pengendali kestabilan 
diaktifkan dan menjaga pendulum untuk tetap stabil pada posisi tegak[4]. Adapun bebrapa 
penelitian yang sudah dilakukan dengan plant ini menggunakan sistem kendali yang berbed-




(LQR) dan propotional integral derivative (PID), karena linier quadratic regulator dikenal 
sebagai sistem kendali yang optimal dalam beberapa pengembangan teori dan 
implementasinya. 
Kendali Linier quadratic regulator dapat meminimalkan biaya pengendalian pada 
suatu sistem linier yang disajikan dalam bentuk fungsi quadratic dengan tujuan 
pengendalian membawa keadaan sistem tersebut menuju ke titik equilibrium nol ataupun 
kesebuah persekitaran yang sangat dekat dengan nol dan dapat mempertahankannya dengan 
adanya gangguan. Tapi dalam penelitian sebelumnya jika hanya menggunakan Linier 
quadratic regulator, adanya overshoot dan keluaran respon yang sedikit terlambat pada 
sistem rotary inverter pendulum saat sebelum mencapai set point yang dapat dilihat dari 
grafik pada penelitian sebelumnya[3]. 
Pada pelitian yang menggunakan pengendali Linier quadratic regulator juga 
mengatakan pada penelitannya bahwa dalam mencapai set point, Linier quadratic regulator 
memiliki nilai error yang lebih besar dari pada menggunakan pengendali Propotional 
integral derivative[5]. Jadi selain pengendali Linier quadratic regulator ada juga pengendali 
Propotional integral derivatif yang mempunyai kelebihan dalam kendali sistem rotary 
inverter pendulum ini yaitu respon sistem yang cepat dan minimum error dengan 
meningkatkan nilai Kp dan Kd pada sistem dapat meminimalkan overshoot, dan pemberian 
nilai Ki dapat menambah kesetimbangan yang cukup baik pada sistem[6].  
Jadi berdasarkan latar belakang bahwa rotary inverter pendulum ini memiliki karakter 
sistem yang tidak linier dan tidak stabil[1] lalu adanya pengendali Linier quadratic regulator 
yang mampu melinierkan dan menstabilkan batang pendulum pada titik equilibirium nol dan 
bertahan dengan adanya gangguan, lalu pengendali Propotional integral derivatif memiliki 
respon sistem yang cepat dan minimum error[4] lalu dapat meminimalkan overshoot dengan 
meningkatkan nilai Kp da Kd[6]. Maka pada penelitian ini akan di rancang pengendali Linier 
quadratic regulator-Propotional integral derivatif untuk mengendalikan kestabilan rotary 
inverter pendulum agar mendapat nilai minumum error steady state dan bertahan dengan 
adanya gangguan, dengan judul tugas akhir tentang “Perancangan pengendali kestabilan 








1.2 Rumusan Masalah 
Perumusan masalah dalam penelitian ini adalah bagaiman respon sistem terhadap 
Linier quadratic regulator dan apakah kelemahan pada Linier quadratic regulator akan 
dapat ditutupi oleh Propotional integral derivatif dalam plant rotary inverter pendulum ini. 
 
1.3 Tujuan Penelitian 
Tujuan dari penelitian ini adalah menutupi kelemahan kendali Linier quadratic 
regulator untuk mendapatkan time response dalam mencapai kestabilan pendulum dengan 
menambahkan kendali Propotional integral derivative. 
 
1.4 Batasan Masalah 
Dengan berbagai permasalahan yang harus diselesaikan dalam penelitian ini maka 
batasan – batasan masalahnya sebagai berikut : 
1. Penelitian ini tidak membuat prototype sebagai acuan nilai parameter. 
2. Pemodelan plant hanya menggunakan satu nilai parameter referensi. 
3. Hanya meneliti time response mencapai kestabilan Rotary Inverter Pendulum. 
4. Menggunakan software MATLAB R2013a dalam melakukan simulasi. 
 
1.5 Manfaat Penelitian 
1. Memberikan gambaran bagaimana cara merancang pengendali LQR-PID. 
2. Memberikan referensi dalam pemilihan pengendali yang terbaik dalam 
mengendalikan kestabilan rotary invertar pendulum. 
3. Sebagai acuan referensi dan gambaran agar bisa di terapkan di pengendalian yang 








2.1 Penelitian Terkait 
Dalam perkembangan pengendalian pada sistem rotary inverter pendulum ini sudah 
banyak dilakukan. Seperti pada penelitian tentang analisa kotroler Linier Quadratic 
Regulator (LQR) pada sistem Rotary Inverter Pendulum, disebutkan pada penelitiannya 
bahwa LQR dapat menstabilkan sistem ini. Dan dapat mencapai titik equilibirium nol dengan 
waktu keadaan mantap selama 2.1100 detik[3]. 
Pada penelitian tentang Swing Up and Stabilization Control of a Rotary Inverted 
Pendulum mereka menggunakan pengendali Sliding Mode Control (SMC) dan Linier 
Quadratic Regulator (LQR). Sistem rotary inverter pendulum masih menghasilkan 
overshoot sebelum mencapai set point dan juga menghasilkan undershoot jika kedua 
pengendali di kombinasikan[4]. 
Berdasarkan penelitian analisa kotroler Linier Quadratic Regulator (LQR) pada sistem 
Rotary Inverter Pendulum, untuk membuat pendulum stabil dengan keadaan mantap yang 
lama dan menghasilkan sistem respon yang cepat. Dan penelitian tentang Swing Up and 
Stabilization Control of a Rotary Inverted Pendulum, yang masih memiliki kekurangan. 
Maka penulis ingin mengkombinasikan LQR dan PID, dengan keunggulan PID yang 
memiliki respon yang cepat terhadap sistem rotary inverter pendulum dengan 
membandingkan nilai kesalahan atau error dengan nilai set point lalu menggunakan selisih 
variabel tersebut untuk mencapai set point yang stabil dan dengan menaikkan nilai Kp, dan 
nilai Kd pada PID untuk mengurangi overshoot yang terjadi pada sistem[6]. 
Pengendali PID pada hasil penelitian tentang desain dan implementasi pendulum 
terbalik rotasional menggunakan kendali PID, dengan menaikkan nilai Kp nya sampai pada 
140, sistem mulai lebih responsif dan pada detik 3.7 pendulum terjatuh. Dan dengan 
mendapatkan nilai PID yang sesuai, maka pendulum dapat bertahan sekitar 15 detik dan 
error berkurang, ini menunjukan bahwa dengan pengendali PID dengan menaikkan nilai Kp 
nya saja dapat mempertahankan batang pendulum lebih lama dari pada menggunakan 
pengendali LQR[6]. 
Pengendali PID juga dapat di kombinasikan dengan pengendali lain dalam sistem rotary 




Fuzzy dalam Menjaga Keseimbangan Pendulum pada Sistem Rotary Inverter Pendulum 
Berdasarkan Time Response, disebutkan dalam penelitiannya bahwa dengan mengguakan 
pengendali Hybrid PID-Fuzzy dapat mencapai settling time dalam 0,7 detik, dan error steady 
state sebesar 0,000123. Dan pengujian dengan pemberian gangguan  terjadi perubahan awal 
sudut maksimal sebesar 0,0014 radian dengan recovery time mencapai steady state  dalam 
waktu 1,2 detik untuk gangguan detik ke 6 sampai ke 8 dengan error sebesar 0,0000242 
radian[7]. 
Adapun penelitian tentang rotary inverter pendulum yaitu tentang Modelling and 
controller design for rotary inverted pendulum system. Yang membahas tentang pemodelan 
matematika dari sistem rotary inverter pendulum serta penggunaan kendali feedback dalam 
mengatur keseimbangan pendulum. Namun pada penelitian masih adanya kekurangan yaitu 
steady state error dan overshoot yang terlalu tinggi[8]. 
Kemudian penelitian lainnya tentang sistem identifikasi dan pemodelan sistem rotary 
inverter pendulum. Pada penelitian ini menjelaskan tentang pemodelan matematika 
pendulum pada saat posisi di bawah dan pemodelan matematika pendulum pada saat posisi 
diatas yang terjadi pada sistem rotary inverter pendulum[9]. 
Dari berbagai penelitian yang telah dilakukan, maka peneliti pengendalian ini dititik 
beratkan pada pengendalian kestabilan menggunakan LQR-PID, dimana pengendali PID 
bertujuan untuk memperkecil overshoot, error steady state yang terjadi pada pengendalian 
LQR dan mempercepat respon sehingga pada tugas akhir ini didesain pengendali LQR-PID 
untuk mengendalikan kestabilan Rotary Inverter Pendulum. 
2.2. Dasar Teori 
2.2.1. Teori Rotary Inverter Pendulum (RIP) 
Rotary Inverter Pendulum dikenal juga sebagai plant uji dalam pendidikan dan 
penelitian untuk sistem kendali karena karakteristiknya yang non-linier dan sangat tidak 
stabil[3]. Dalam penggunaannya yaitu untuk keseimbangan di saat roket lepas landas secara 
vertikal atau pun kendali posisi robot humanoid. Rotary inverter pendulum bekerja dengan 
memutar batang pendulum sehingga batang pendulum yang di pasang pada ujung lengan 







2.2.1.1 Konstruksi Rotary Inverter Pendulum 
Pada kontruksi Rotary Inverter Pendulum terdapat bebarap modul yang 
membangunnya, seperti batang pendulum, rotary arm, motor servo, dan precision 
potentiometer. Sistem rotary inverter pendulum terdiri dari vertikal pendulum dan 
horizontal arm. Vertikal pendulum terpasang pada ujung horizontal arm, sedangkan ujung 
horizontal arm yang satu lagi terpasang pada motor servo. Sementara massa dari pedulum 
ini terletak pada ujung horizontal arm, yang titik beratnya selalu kebawah. Sedangkan sistem 
rotary inverter pendulum bekerja untuk mengubah titik beratnya berada diatas yang 
dinamakan proses swing-up lalu mejaga kestabilan pendulum berada diatas yang dinamkan 
proses stabilization[4]. 
 
Gambar 2.1 Batang Pendulum dan Rotary Arm[5]. 
A. Batang pedulum. 
Batang pendulum adalah suatu batangan yang terpasang pada ujung rotary arm, 
dimana batang pendulum ini menjadi suatu acuan untuk melihat kestabilan sistem dalam 
menjaga batang pendulum tetap berada diatas dengan pembacaan sudut (α) [4]. 
B. Rotary Arm 
Rotary arm adalah batangan yang berfungsi sebagai lengan dari batang pendulum 
yang dapat berputar 360 derajat yang membantu proses swing-up dan stabilisasi dari batang 
pendulum. Dengan panjang jari-jari (r) dan penghubung rotary arm dengan batang 





C. Motor Servo 
Motor Servo disini berfungsi memutar rotary arm dengan kecepatan yang konstan 
agar pendulum dapan berdiri tegak keatas sesuai dengan set point. 
D. Precision Potentiometer 
Precision potentiometer berfungsi sebagai sensor untuk membaca posisi batang 
pendulum agar tercapainya set point yang di inginkan[4]. 
 
2.2.1.2 Pemodelan matematis Rotary inverter pendulum 
Rotary arm terhubung pada sebuah motor servo yang bergerak untuk swing-up dan 
stabilization pendulum. Pergerakan rotary arm dan pendulum yang berhubung dengan 
















         (2.1) 
Variabel q disebut generalized coordinates. Untuk sistem ini ditunjukkan oleh 
persamaan 2.49. 
)]()([)( tattq T           (2.2) 
Dengan generalized coordinates yang telah didefenisikan, maka persamaan Euler-





























         (2.4) 
Lagrangian dari sistem dijelaskan oleh  
L=T-V 
Dimana T adalah total energi kinetik dan V adalah total energi potensial dari sistem. 
sehingga gaya yang dihasilkan 1Q  digunakan untuk menggambarkan gaya non-conservative 
(friksi) yang diterapkan pada sistem mengikuti generalized co-ordinates. Sehingga gaya 
non-conservative pada rotary arm adalah  

  rBQ1           (2.5) 
Sedangkan pada pendulum adalah 





Setelah lagrangian dari sistem ditemukan, maka beberapa penurunan perlu ditemukan 





















































  ppp BgLm )sin(2
1         (2.8) 
Putaran yang diterapkan pada dasar rotary arm dihasilkan oleh motor servo yang mana 









        (2.9) 
Untuk mengubahnya ke bentuk linier maka asumsikan 0,0,0,0 

 oo
untuk multivariabel sistem kontrol variabel z didefenisikan  
],[ 21 zzz
T            (2.10) 
Dan jika f(z) dilinierkan mendekati titik equilibrium maka 
],[0 baz
T            (2.11) 






































      (2.12) 
Dengan menerapkan metode linierisasi ini dan mengambil sisi bagian kiri dari 
persamaan 2.2 dan 2.3 sebagai f(z). Maka kita mendapatkan bentuk linier dari persamaan 
gerak sistem rotary inverter pendulum  

  rrpprrp BLLmJLm 2
1


































































































  (2.15) 






          (2.16) 
x adalah state dan u adalah input kendali. Dengan A matriks keadaan, B matriks 
masukan, C matriks keluaran, dan D matriks transmisi langsung, yang semuanya itu adalah 







Tx          (2.17) 
Dan 
2xy
T            (2.18) 
Pada persamaan output hanya sudut pendulum yang akan dihitung. Sehingga 






















        (2.19) 
Dan 
D=0           (2.20) 




























































    (2.21) 






























































































11 22     (2.24) 
Sehingga 31 xx 

 dan 42 xx 

 subtitusikan x pada persamaan percepatan maka matriks 
A dan B adalah 
 =  ⎣⎢
⎢⎢
⎡   
0 0000
0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⎢⎢
⎡ 00 +    ⎦⎥
⎥⎥
⎤
        (2.26) 
Parameter pendulum yang digunakan ditunjukkan oleh Tabel 2.1. 
Tabel 2.1 Parameter sistem rotary inverter pendulum[10] 
Parameter Simbol Nilai 
Massa lengan mr 0.257 kg 
Panjang lengan Lr 0.2159 m 
Inersia lengan Jr 9.98x10-4 kgm2 
Koefisien viscous damping lengan Br 0.11 Nms/rad 
Massa pendulum mp 0.127 kg 
Panjang pendulum Lp 0.337 m 
Koefisien viscous damping 
pendulum 
Bp 0.0024 Nms/rad 
Inersia pendulum Jp 0.0012 kgm2 
Resistansi jangkar Rm 2.6 Ω 
Back-emf constant Km 0.0077 Vs/rad 
Torque constant Kt 0.0077 Nm/A 




Gravitasi G 9.8 m/s2 
Gearbox efficiency ηg 0.9 
Motor efficiency ηm 0.69 
































































































 = !  0    0 0 0    
0080.3122  
   1   0   −45.8−44.1     
01−0.930−1.40 )       (2.27) 
 = ! 0083.480.3)          (2.28) * = +0  1  0  0,         (2.29) - = +0,          (2.30) 
Dari persamaan 2.27 sampai persamaan 2.30 akan digunakan sebagai plant yang akan 









2.2.2 Linier Quadratic Regulator (LQR) 
Linear Quadratic Regulator (LQR) merupakan salah satu metode yang digunakan 
dalam perancangan sistem kendali yang optimal untuk menyelesaikan permasalahan 
regulator. Metode optimasi LQR menentukan sinyal masukan yang memindahkan suatu 
keadaan sistem linier dari kondisi x(t0) kepada suatu kondisi akhir x(t) yang akan 
meminimumkan suatu indeks kerja performasi kuadratik[9]. Cost Function yang dimaksud 
adalah waktu integral dari bentuk kuadratis pada vektor keadaan (state) x dan u seperti pada 
persamaan (2.31) 
. . = / +0120 + 3145 36,78       (2.31) 
Metode LQR ini diperoleh dari penurunan metode kedua liapunov[11]. Metode kedua 
liapunov ini dapat dipakai untuk sistem multiple-input multiple output (MIMO). Asumsi 
sebuah fungsi liapunov dalam bentuk kuadratik sebagaimana persamaan berikut,  
V=[x(t)]=x(8)19:(8)        (2.32) 
Dimana P merupakan sebuah matriks real, simetris, dan definit positif dan bentuk 
vektor kontrolnya seperti pada persamaan (2.33).   
 3 ∗ +:(8), = −<:(8)        (2.33) 
Matriks umpan-balik K diasumsikan sebuah matriks konstan. Substitusikan persamaan 
(2.33) ke dalam persamaan indeks performansi, 
  = / (:12= + >163)78?@?A        (2.34) 
Sehingga diperoleh 
  = / {:(C)1?DEF?A +2 + <16<,:(C)}7C     (2.35) 
Dimana C adalah sebuah contoh variabel. Fungsi kuadratik liapunov pada persamaan 
(2.32) dapat dipilih sebagai  indeks performansi yang digunakan dalam persamaan (2.35).   
H = +I(8), = :(8)19:(8) = / {:(8)1+2 + <16<,:(8)}7C45    (2.36) 
Sebuah persamaan solusi untuk matriks P definit positif ada, jika matrik Q juga definit 
positif. Dalam permasalahan linier regulator, waktu akhir bernilai tak terhingga. Meskipun 
begitu, program komputer digital tersedia untuk menyelesaikan persamaan ini memerlukan 
sebuah interval berhingga, tf < ∞. Sehingga program-program ini mempunyai solusi jika Q 
semi-definit positif. Jika Q semi-definit positif, minimum untuk persamaan (2.34) ada, jika 
dan hanya jika memenuhi ketetapan Kalman berikut.    




Dimana HHT = Q, Itu berarti bahwa sistem yang digambarkan oleh A dan H bersifat 
observable. Kondisi ini harus diperiksa sebelum melanjutkan solusi ke persamaan (2.36). 
Matriks P pasti bernilai definit positif jika plant bersifat controllable, persamaan (2.36) 
terpenuhi, dan sebuah sistem lup tertutup dengan eigen value dari A – BK terdapat bagian 
real negatif. Jika masukan sistem r adalah sebuah vektor konstan bukan nol dan umpan-
baliknya u* = -Kx. Persamaan state (keadaan) untuk sistem lup tertutup menjadi :L = : + 3 = + − <,: + M      (2.38) 
Dimana u = r – Kx. Karena itu, pole dari rasio kontrol, dimana keluaran diberikan oleh 
y = Cx, eigen value dari A – BK jika dan hanya jika sistem lup tertutup optimal bersifat 
observable. Jika (A, C) observable dan C = H, maka (A, H) akan observable. Oleh karenanya 
Q = HHT = CCT. Integrasi persamaan (2.36) menghasilkan sebuah fungsi t sebagaimana 
persamaan (2.39) karena batas atas dari integral bernilai tak terhingga. Juga, V[x(∞)] = 0 
karena itu pasti definit positif 
H = +:(8), = :(8LL )1Px(t)+x(t)19:(8)L = −:(8)1+2 + <16<,:(8)  (2.39) 
Substitusikan persamaan (2.38) ke persamaan (2.39) dengan nilai r = 0. HL (:) = :1+( − <)19 + 9( − <),: = −:1+2 + <16<,:     (2.40) 
Persamaan ini terpenuhi apabila bagian yang di dalam kurung pada kedua ruas 
bernilai sama. 
(A-BK)1P+P(A-BK)=−2 − <16<      (2.41) 
Substitusi Q + KTRK ke dalam persamaan (2.36) dan diperoleh 
H = +I(8), = / {−:1+ − <)19 + 9( − <),:}78 45    (2.42) 
Nilai minimum dari indeks performansi terjadi ketika fungsi yang di integrasikan 
adalah minimum. Karena itu, permasalahan sekarang adalah untuk menentukan nilai elemen 
dari K yang meminimumkan fungsi yang di integrasikan ini diselesaikan dengan 
menurunkan persamaan (2.41) yang berkenaan dengan matriks K dan mengatur NOP/NRST 
= 0, dimana pvu adalah elemen vuth dari P dan RST adalah elemen wxth dari K, dengan 
menyelesaikan penurunan ini akan dihasilkan    
9 = <16         (2.43) 
<1 = 96K         (2.44) 




Substitusikan ke dalam persamaan (2.41) dan dihasilkan 
+ − 6K19,19 + 9+ − 6K19, = −2 − 96K66K19  (2.46) 
dan disederhanakan menjadi 
1 + 96K19 + 9 + 2 = 0       (2.47) 
Persamaan di atas dikenal dengan persamaan Riccati dan P merupakan matriks Riccati. 
Solusi P pada persamaan (2.46) meminimumkan indeks performansi yang diberikan oleh 
persamaan (2.44). Pengembangan hasil ini didasarkan persamaan (2.46), dimana batas 
bawah integral adalah waktu awal (t) sehingga P tidak tergantung pada kondisi awal x(ti). 
Jadi, harga minimum dari indeks performansi yang diberikan dalam persamaan (2.44), 
dimana x(∞) = 0, dievaluasi dari persamaan (2.46) pada t = ti = 0 sebagaimana persamaan 
berikut, 
UAJ = :1(0)9:(0)        (2.48) 
2.2.3 Propotional Integral Derivatif (PID) 
Kendali ini dikenal sebagai pengendali tiga metode karena ada beberapa metode 
kendali pada PID yaitu, propotional, integral, dan derivative dengan masing - masing 
memiliki kelebihan dan kekurangan. Penggabungan dari ketiga metode ini untuk menutupi 
kekurangan dan memunculkan kelebihan dari masing - masing jenis kendalinya[12]. 
Gambar 2.2 Blok diagram kendali PID[12] 
Persamaan kendali PID dapat ditulis sebgai berikut : 
dt
de






2.2.3.1 Kendali Propotional 
Kendali Propotional memiliki keterbatasan karena sifat kendali yang dinamik. Tapi 
kendali propotional mampu memperbaiki respon transien khususnya rise time dan settling 
time. Ciri–ciri kendali propotional adalah saat nilai Kp kecil, maka pengendali propotional 
hanya mampu menghilangkan error yang kecil, dan menghasilkan respon sistem yang 
lambat sehingga meningkatkan rise time. Namun nilai Kp dapat diatur sedemikian rupa 
sehingga dapat mengurangi steady state error tetapi tidak sampai menghilangkannya[7]. 
 
2.2.3.2 Kendali Integral 
Kendali integral berguna mengahasilkan respon sistem yang error steady state=0 
jika pengendali PID tidak memiliki integral maka kendali propotional tidak akan bisa 
menjamin keluaran sistem dengan error steady state=0. Keluaran pengendali integral 
merupakan hasil penjumlahan yang terus menerus dari perubahan masukannya[7].  
Jika sinyal error tidak ada perubahan, maka keluaran sistem akan menjadi keadaan 
tersebut sehingga nanti adanya perubahan masukan pengendali integral memiliki output 
yang membutuhkan selang waktu tertentu, sehingga pengendali integral sering 
memperlambat respon pengendali integral yang nilai Ki diperbesar akan efektif 
menghilangkan offset. Tapi jika nilai Ki terlalu besar juga mengakibatkan peningkatan 
osilasi dari output pengendali[12]. 
 
2.2.3.3 Kendali Derivatif 
Kendali derivatif disebut juga kendali diferensial yang jika melakukan perubahan 
mendadak pada masukan pengendali ini maka akan mengakibatkan perubahan yang sangat 
besar dan cepat. jika sinyal masukan berubah mendadak maka keluaran mengahasilkan 
sinyal berbentuk impuls, jika sinyal masukan berubah naik secara berlahan maka keluaran 
berfungsi sebagai step yang besar magnitudenya yang di pengaruhi oleh kecepatan naik dari 
fungsi ramp dan faktor konstanta Kd. Dengan menaikkan nilai Kd maka dapat menaikkan 
stabilitas sistem dan mengurangi overshoot. 
Kendali derivatif pada umumnya di gunakan untuk mempercepat respon awal suatu 
sistem.tetapi tidak dapat memperkecil error steady state. Pengendali derivatif hanya efektif 
pada ruang lingkup yang kecil, yaitu periode peralihan. Oleh karena itu pengendali derivatif 















        (2.50) 
Respon sistem kendali PID menurut parameter dapat dilihat pada tabel 2.1. 
Tabel 2.2 Respon sistem kendali PID menurut parameter identifikasi[12] 
Tanggapan Loop 
Tertutup 
Waktu Naik Overshoot Waktu Turun 
Error Steady 
State 




Integral (Ki) Menurun Meningkat Meningkat Hilang 




2.2.4 Kendali LQR-PID 
Sistem kendali LQR-PID ini sudah pernah di ujikan pada beberapa penelitian. Berikut 









Gambar 2.3 Pengendali LQR-PID[12] 
Pada gambar ini LQR sebagai pengendali utama, PID ditambahkan agar kinerja dari 
pengendali LQR menjadi lebih baik dan optimal. Pengendalian optimal difokuskan pada 







2.2.5 Analisa Kestabilan Metode Liapunov 
Pada tahun 1892, Alexander Mikhailovitch Liapunov mempresentasikan dua metode 
(disebut metode pertama dan metode kedua) untuk menentukan kestabilan sistem dinamis 
yang dijelaskan dengan persamaan diferensial pada umumnya. Metode pertama terdiri dari 
semua prosedur dimana bentuk solusi umum dari persamaan diferensial digunakan untuk 
analisis. Metode kedua, di sisi lain tidak membutuhkan solusi dari persamaan diferensial. 
Artinya, dengan menggunakan metode kedua dari Liapunov, kita dapat menentukan 
kestabilan sistem tanpa menyelesaikan persamaan keadaan/state equations.  
Hal ini cukup menguntungkan karena menyelesaikan persamaan tidak linier dan 
persamaan state dengan waktu yang bervariasi biasanya sangat sulit. Meskipun metode 
kedua Liapunov, ketika diterapkan pada analisis stabilitas sistem tidak linier, membutuhkan 
pengalaman dan kecerdikan yang cukup, metode ini dapat menjawab pertanyaan stabilitas 
sistem tidak linier ketika metode lain gagal. Persamaan sistem dapat di jabarkan dengan : :L  = f(x,t)         (2.51) 
Dimana x adalah vektor state (vector n) dan f(x,t) yang dimana vektor n elemen-
elemennya  fungsi dari x1,x2…,xn, dan t. Kami menganggap bahwa sistem dari persamaan 
(2.51) memiliki solusi unik yang dimulai dari kondisi awal yang diberikan. Kami akan 
menunjukan solusi dari persamaan (2.51) sebagai ɸ(t;x0,t0); dimana x = x0 pada t = t0 dan t 
adalah waktu pengamatan, Menjadi persamaan berikut, ɸ(t;x0,t0); = x0         (2.52) 
Equilibrium state (keadaan seimbang). Dalam sistem persamaan (2.51). Sebuah 
keadaan xe, dimana, 
f(xe, t) = 0 untuk semua t       (2.53) 
Setiap keadaan equilibrium terisolasi (yaitu, terisolasi satu sama lain) dapat digeser ke 
koordinat asal, atau f(0,t) = 0, dengan terjemahan koordinat. Berikut ini, menunjukkan 
daerah radius k tentang keadaan equilibrium x sebagai, 
║x – xe║≤ k         (2.54) 
Dimana ║x – xe║ disebut hukum Euclidean dan didefinisikan, 
║x – xe║=[(x1 – x1e)2 + (x2 – x2e)2 + … + (xn – xne)2]1/2   (2.55) 
Memberi S(δ) terdiri dari semua poin seperti, 
║x – xe║≤ δ         (2.56) 
Dan memberi S(ε) terdiri dari semua poin seperti, 




Sebuah keadaan equilibrium x, dari sistem persamaan (2.51) dikatakan stabil dalam 
pengertian Liapunov jika sesuai dengan masing – masing S(ε), ada S(δ) sedemikian rupa 
sehingga lintasan yang dimulai pada S(δ) tidak meninggalkan S(ε) saat t meningkat tanpa 
batas. Bilangan real δ bergantung pada ε dan secara umum juga bergantung pada t0. Jika δ 
tidak bergantung pada t0, keadaan equilibrium dikatakan stabil secara seragam. 
Jadi bahwa kita pertama - tama memilih daerah S(ε), dan untuk setiap S(ε), harus ada 
daerah S(δ) sedemikian rupa sehingga lintasan yang dimulai dengan S(δ) tidak 
meninggalkan S(ε) karena t meningkat tanpa batas[15]. 
 
2.2.6 Analisa Respon Waktu 
Respon waktu sistem kendali terdiri dari respon “transient” dan “steady state”. Respon 
transient adalah respon sistem yang berlangsung dari keadaan awal sampai keadaan akhir, 
sedang respon steady state adalah kondisi keluaran sesudah habis respon transient hingga 













Gambar 2.5 Spesifikasi Respon Waktu[15] 
Dari gambar 2.3 maka parameter – parameter yang dapat dianalisa adalah : 
a. Waktu tunda (delay time = td) yaitu waktu yang diperlukan respon untuk mencapai 50% 
dari harga akhir puncak lewatan lebih (overshoot) yang pertama kali. 
b. Waktu naik (rise time = tr) yaitu waktu yang diperlukan respon untuk naik dari 10% 
hingga 90%, 5% hingga 95%, atau dari 0 hingga 100% dari harga akhir sistem. Untuk 




c. Waktu puncak (peak time = tp) yaitu waktu yang diperlukan respon untuk mencapai 
puncak lewatan (overshoot) dari lewatan yang pertama. 
d. Lewatan puncak (peak overshoot = Mp) yaitu harga lewatan puncak atau lewatan 
maksimum dari kurva respon yang diukur dari harga satu (100%). Jika harga respon 
tunaknya tidak sama dengan satu, maka biasa digunakan persen lewatan puncak yang 








ctc p       (2.51)
 
Catatan : Dalam sistem kendali keluaran kondisi tunak untuk masukan step umumnya sama 
dengan masukannya. Sebagai misal pada sistem orde kedua, c(∞) = css = 1 
e. Waktu keadaan mantap (setting time = ts) yaitu waktu yang diperlukan kurva respon untuk 
mencapai dan menetap pada daerah pita toleransi antara 2%-5% dari harga akhirnya. 
f. Kesalahan tunak (steady state error = ess) yaitu kesalahan yang merupakan selisih antara 
keluaran yang sebenarnya dengan keluaran yang diharapkan. Kesalahan lazim 
diformulasikan sebagai : 






3.1 Jenis Penelitian 
Dalam penelitian ini ada beberapa langkah-langkah dalam penulisan dalam proses 
perancangan pengendalian rotary inverter pendulum dengan menggunakan LQR kemudian 
LQR-PID untuk mencapai respon waktu yang cepat dan dapat mempertahankan kestabilan. 
Sistem ini akan di simulasikan dengan menggunakan software MATLAB R2013a. 
3.2 Tahapan Penelitian 




Agar dapat mencapai tujuan yang diharapkan pada penelitian ini, maka adapun tahapan 
yang akan dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut : 
1. Identifikasi Masalah 
Masalah yang diangkat pada penelitian ini adalah kestabilan pada batang pendulum 
rotary inverter pendulum yang cenderung tidak stabil dan tidak liniernya sistem. Maka 
dibutuhkan pengendali yang dapat menstabilkannya dan mempertahankan kestabilan. 
Linier quadratic regulator (LQR) merupakan salah satu kendali optimal yang dikenal 
dapat memberikan kestabilan terhadap sistem yang tidak stabil dan tidak linier, namun 
pengendali LQR mempunyai respon waktu yang lama untuk mencapai set point. Untuk 
itu dibutuhkan pengendali Propotional Integral Derivatif (PID) dalam mempercepat 
respon waktu. 
2. Studi literatur 
Melakukan telaah beberapa pustaka baik dari artikel penelitian yang telah 
dipublikasikan maupun buku yang di terbitkan mengenai pemodelan rotary inverter 
pendulum, metode kendali pada rotary inverter pendulum ataupun pengendalian 
kestabilan pada pendulum, serta pengendali LQR dan PID. 
3. Pengujian model plant sistem Rotary Inverter Pendulum 
Pada plant rotary inverter pendulum variabel yang dikendalikan adalah sebuah 
batang pendulum. Pemodelan matematika dari rotary inverter pendulum adalah 
sebuah model linier yang pada MATLAB menggunakan tools state space. Dalam 
mengendalikan sebuah batang pendulum, variabel utama yang dikendalikan adalah 
tegangan pada motor servo modul. 
Model matematis yang telah diperoleh perlu diuji dengan melihat respon pada plant 
sebelum di desain dengan pengendali. Hal ini dilakukan untuk mengetahui apakah 
pemodelan yang telah dibuat sesuai dengan referensi dan apakah pemodelan tersebut 
dapat digunakan untuk sistem kendali yang akan dibuat. Apabila belum sesuai dengan 
referensi, maka kembali pada perancangan model plant. Dan apabila sesuai maka 
lanjut ke desain pengendali. 
4. Perancangan Pengendali 
Pada penelitian ini pengendali yang dipilih adalah pengendali LQR dan kombinasi 
LQR dan PID. Pengendali ini kita harapkan dapat saling melengkapi dan mengatasi 
permasalahan rotary inverter pendulum sesuai dengan tujuan penelitian. Langkah 




menetukan konstanta umpan balik K pada M-file yang selanjutnya di aplikasikan 
kedalam blok simulink. Kemudian menetapkan nilai Kp, Ki dan Kd pada pengendali 
PID. 
5. Simulasi sistem 
Membuat blok simulink untuk pengujian pengendali yang didesain untuk 
melakukan pengujian simulasi sehingga dapat mengetahui kinerja dan ketahanan 
sistem. 
6. Analisa hasil simulasi. 
Melakukan analisa hasil pengujian dan mengklarifikasi hasil tersebut terhadap 
tujuan yang telah ditetapkan. Dengan melihat response time apakah sudah didapat 
dengan set point. Jika belum maka kembali ke tahap desain pengendali, jika sudah 
maka penelitian dianggap berhasil. 
7. Kesimpulan  
Setelah semua tahap penelitian dilakukan, maka dapat ditarik kesimpulan dari hasil 
penelitian untuk menegaskan bahwa kendali LQR-PID dapat masalah yang ada pada 
penelitian ini. 
 
3.3 Pengujian plant Rotary Inverter Pendulum 
Pemodelan dari sistem Rotary inverter pendulum mengacu pada model matematika pada 
bab 2 sehingga di peroleh: 
 = 0 0 0 0    
000.00270.0040 
   2.7788   0   −0.0015−0.0014    
02.7788−0.0000−0.0002     (3.1) 
 =  001.33551.2839         (3.2)
  = 0  1  0  0         (3.3) 
 = 0          (3.4) 
Dari pemodelan matematika pada persamaan 3.1, 3.2, 3.3, dan 3.4 di implementasikan 









Gambar 3.2 Blok Simulink sistem rotary inverter pendulum. 
Setelah dibentuk blok diagram, maka software simulink pada MATLAB disimulasikan 










Gambar 3.3 Grafik step respon sistem RIP tanpa pengendali 
Pada gambar 3.3 menunjukkan bahwa set point berada pada sudut 0 radian sesuai 
dengan teori analisa metode liapunov, dan mengunakan waktu simulasi dalam 10 detik saja, 
disini tampak bahwa sistem tidak stabil dan menjauh dari set point, sehingga diperlukan 
sebuah pengendali untuk membuat plant menjadi stabil dan cepat dalam mencapai set point. 













3.4 Perancang Kendali LQR 
Perancangan kendali LQR pada tugas akhir ini menggunakan software MATLAB berikut 
langkah-langkah yang dilakukan merancang kontroler LQR. 
1. Menentukan persamaan state space dalam bentuk    = Ax+Bu seperti dibawah 
ini. 
 = 
0000   
000.00270.0040 
2.77880   −0.0015−0.0014   
02.7788−0.0000−0.0002 + 
 
001.33551.2839 "  (3.5) 
2. Menentukan matriks pembobot Q dan R yang meminimumkan indeks performansi 
kuadratik. Matriks R adalah matriks simetris definit positif # > 0 dan Q adalah 
matriks simetris semi-definit positif % ≥ 0. Pada penelitian ini matriks pembobot 
R merupakan matriks berordo 1x1 dan bernilai konstanta yaitu 1. # = 1         (3.6) 
Sedangkan matriks pembobot Q merupakan matriks berordo 4x4 dan divariasikan. 
Penentuan matriks pembobot Q dilakukan menggunakan metode trial and error. 
% =  '0 0 0  
0'00   
00'0  
000'         (3.7) 
Penentuan jumlah dimensi matriks Q berdasarkan pada jumlah state pada matriks A. 
3. Menentukan nilai K yang memenuhi persamaan (3.8) untuk mendapatkan matriks 
kontrol. Matriks P diperoleh dengan menyelesaikan persamaan (3.9) dibawah ini. ( = #)*+         (3.8) *+ + + − +#)*+ + % = 0      (3.9) 
Matriks K dan P diselesaikan dengan bantuan software MATLAB dengan program 
berikut. (, +, - = .'/, , %, #;        (3.10) 
Hasil ketikan dari persamaan yang dilakukan dengan perhitungan kendali linier 
quadratic regulator (LQR) pada software MATLAB, hingga mendapatkan matriks Q dan R 
















Gambar 3.4 Tampilan Plant rotary inverter pendulum menggunakan kendali Linier 
Quadratic Regulator (LQR) pada M-File. 
Sesuai dengan studi literatur yang ada maka desain pengendali LQR dapat dibuat 





Gambar 3.5 Blok simulink pengendali LQR pada plant rotary inverter pendulum. 
Pada gambar 3.5 tampak blok diagram simulink pengendali LQR yang dirancang close 
loop pada sistem rotary inverter pendulum. Setelah blok diagram simulink tersebut 








3.5 Perancangan Kendali PID 
Pada perancangan kendali PID pada tugas akhir ini dengan membuat bentuk subsistem 
simulink kendali propotional, integral dan derivative, Berikut gambar blok Simulink 
subsistem PID dibawh ini. 
Gambar 3.6 Blok Simulink subsistem PID. 
Pencarian nilai Kp, Ki, dan Kd dengan metode trial and error tetapi dengan 
mengamati tabel respon sistem kendali PID close loop yang ada pada bab 2 sehingga dalam 
proses pencarian nilai Kp, Ki, dan Kd terukur dan terarah dengan baik dan efesien. 
 
3.6 Perancangan Kendali LQR-PID 
Pada perancangan kendali LQR-PID ini kedua pengendali dirangkai secara seri 
bersamaan dengan plant rotary inverter pendulum. Setelah kendali LQR mengendalikan 
plant, maka PID jadi pengendali terakhir dalam mengendalikan plant pada blok simulink 














3.7 Analisa Data 
Pengujian dilakukan dengan cara simulasi. Setelah simulasi dilakukan dengan adanya 
penambahan pengendali PID maka akan di analisa apakah sesuai dengan tujuan penelitian, 
yaitu mendapatkan respon waktu yang optimal untuk kestabilan rotary inverter pendulum 
setelah di pasang pengendali LQR-PID. Dari hasil simulasi ini akan diperoleh analisis 
tentang pengendali dalam mencapai karakteristik respon yang diinginkan. Adapun beberapa 
parameter untuk analisa respon sistem adalah sebagai berikut : 
 
1. Waktu naik (rise time = tr) yaitu waktu yang diperlukan respon untuk naik dari 10% 
hingga 90%, 5% hingga 95%, atau dari 0 hingga 100% dari harga akhir sistem. 
2. Waktu keadaan mantap (setting time = ts) yaitu waktu yang diperlukan kurva respon 
untuk mencapai dan menetap pada daerah pita toleransi antara 2%-5% dari harga 
akhirnya. 
3. Kesalahan tunak (error steady state = ess) yaitu kesalahan yang merupakan selisih 
antara keluaran yang sebenarnya dengan keluaran yang diharapkan. Kesalahan lazim 
diformulasikan sebagai : 
 )()(lim
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Berdasarkan hasil pengujian simulasi dan analisa pengendali LQR-PID dalam 
mencapai kestabilan pada sistem rotary inverter pendulum, maka dapat diambil kesimpulan 
bahwa pengendali LQR-PID mampu menghasilkan respon waktu kestabilan yang lebih cepat 
dan lebih baik dengan minimum undershoot pada saat ingin mencapai settling time 
equilibrium nol karna adanya kendali PID, ini terbukti dari hasil pengujian sistem yang set 
point nya pada 0 radian atau equilibrium nol. Pengendali LQR-PID dapat menghasilkan 
settling time yang cepat pada 0,35 detik dengan error steady state 0 radian yang dapat 
dipertahankan hingga batas akhir waktu simulasi, dengan nilai pembobot Q [Q = [800  0  0  
0;  0  30  0  0;  0  0  20  0;  0  0  0  2], R = [1], dan penguatan K = [-28.2843  133.2670  -
14.0034  19.0868], dan nilai pada Kp = 100, Ki = 400, dan Kd = 1, sebgai nilai sistem kendali 
terbaik untuk sistem rotary inverter pendulum dalam penelitian ini. 
 
5.2 Saran 
Dari hasil penelitian yang dilakukan, maka dapat dikembangkan lagi metode pencarian 
nilai pembobot matriks Q dan matriks R pada pengengendali LQR, lalu nilai Kp, Ki dan Kd 
pada PID yang lebih efesien waktu pada sistem rotary inverter pendulum ini. Karena 
menggunakan metode trial and error membutuhkan waktu yang cukup lama. Dan bisa juga 
menggunakan pengendali berbeda atau mengkombinasikan antara beberapa pengendali 
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